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基于粗细网格的有限元并行分析方法 
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摘  要：并行计算己成为求解大规模岩土工程问题的一种强大趋势。探讨了粗细网格与预处理共轭梯度法结合的并行有限元

算法。从多重网格刚度矩阵推得有效的预处理子。该算法在工作站机群上实现。用地基处理时土体强夯的数值模拟分析进行

了数值测试，对其并行性能进行了详细分析。计算结果表明：该算法具有良好的并行加速比和效率，是一种有效的并行算法。 
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Abstract: Parallel computing is becoming the strong trend of solving large scale geotechnical problems. A parallel preconditioned 
conjugate gradient iterative algorithm for finite element problems with coarse-mesh/fine-mesh formulation is discussed. An efficient 
preconditioner is derived from the multigrid stiffness matrix. The algorithm is implemented on a workstation cluster. Numerical 
example of solution of soils after the dynamic compaction is presented and the parallel performance is analyzed. The results show 
high speedup and efficiency. The algorithm is efficient for parallel computing. 
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1  引  言 

尽管目前 CPU 的计算能力持续增加，对大规模

岩土工程问题的计算，依然存在困难。在岩土力学

计算领域如三峡、高层建筑地基分析等重大工程，

用有限元法对其进行数值计算时，为确保数值结果

的充分可靠性，需数十万乃至上百万个单元进行模

拟。但由于受计算速度及存储空间的限制，目前，

单个 PC 机尚无法完成上述大规模的计算任务，从

而，在某种程度上约束了岩土力学计算领域的发展。

克服这个问题的一个方法就是采取多处理器计算机

体系，用并行计算来处理大规模问题。因此，在求

解岩土力学与工程问题时，发展并行计算己成为一

个重要的方向。近年来，由于计算机网络的迅速发

展，由多台计算机通过网络能构成工作站机群。这

样可组成一个低成本的并行平台。基于这个平台，

能够实现并行计算。 

对大规模岩土工程问题的计算，在这种平台上

迭代求解算法如预处理共轭梯度法(PCG)[1, 2]和多

重网格法(MG)，比直接求解法能更有效地实现[3, 4]。

其中，多级 PCG 法(HPCG)具有更好的性能[5]。一

种不同的方法是粗网格-细网格法[6]，它被看作广义

HPCG 法。它不需要直接使用多级位移函数。本文

是将粗-细网格方法应用到预处理共轭梯度算法，研

制并行求解器。该算法具有 CG 算法并行效率高和

MG 法预处理能力强的优点。利用算法在工作站机

群上对岩土工程问题进行了有限元并行计算。 

2  粗-细网格的有限元法 

用粗、细两种不同的网格对物体进行区域分裂，

如图 1 所示。假定两种网格相互嵌套，这样粗单元

为细网格的子集，并且在两种网格中形函数相同。

按有限元方法，粗单元内的位移场可表示为
c c c( )P U N X ，式中 cN 为形函数矩阵； cX 为节
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点自由度向量。因而，在已知粗单元内的细网格节

点上的位移为 c
f ( )P U c c

fN X 。细单元的自由度 c
fX

可表示为 c c c
f fX H X ，式中矩阵 c

fH 由细网格节点

上每个细单元的粗网格形函数的值 c
fN 确定。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

图 1  细/粗网格的实例 
Fig.1  An example of fine and coarse meshes 

 
粗-细网格方法中[6]，细单元中的位移场可表示

为变量的“粗”的特性和“细”的局部校正。即：
f c c f f( )P  U N X N d 。这表明问题的解可假定为：

是由粗网格上粗的近似值和细网格上局部函数的修

正值确定。细网格单元的节点位移向量可表示为 
f c c f

f X H X d             （1） 

按标准的有限元符号[7]，单元平衡方程可以通

过虚位移原理对每个细单元积分得到。 
c cf c cT
f f

cfT f f

     
    

     

K K X H F
K K d F

       （2） 

令 X 为每个细单元未知的自由度向量： 
c

f

 
   

 

XX
d

              （3） 

定义 fT 为转换矩阵，且 c
f f[ ]T H I 。则式（2）

表示为 
  K X F               （4） 

其中     T F T F ；
c cf
f

cfT f

 
   

 

K KK
K K

     （5） 

式（4）为粗-细网格方法中，每个细单元的平

衡方程。 
将标准的有限元法应用到细网格，可得到通常

的单元平衡方程 
f f K X F               （6） 

可以看出，式（5）中的对角块 fK 恰好为式（6）
中的细单元刚度矩阵 fK 。对角块 c

fK 是对粗单元刚

度矩阵 cK 的相应贡献，它是由每个细单元组集而

成，即 

c c
f

f c
 K K             （7） 

式（4）中的刚度矩阵 K 是通过转换矩阵T 直

接与式（6）中的 fK 相联系： 
T f K T K T             （8） 

下一步是在整个系统中，组集所有的单元方程

式（4）。设 uX 为单元向量 X 的未组集的整体向量。

aX 为由所有节点变量组集而成的整体向量。 uX 和

aX 的关系可用整体联系矩阵 A 表示为 [8] ：

u a= X AX 。 

aAX 的运算表示从组集系统到局部单元分配

节点变量，而 T
uA X 的运算等价于将所有单元贡献

到一个整体向量进行局部量求和。对细网格节点变

量 fd ，按标准的分裂，局部求和只涉及到直接联系

节点本身的细单元（图 1 中对节点 A 的单元 1～4）。
对向量分量 cX （粗网格节点变量）求和扩展到与

给定粗节点相连的任一粗单元的所有细单元（图 1
中对节点 A 的所有 16 个细单元）。这相当于首先

对每个粗单元的所有子单元的 cX 分量进行组集,然
后，在粗网格层将这些值进行局部求和。 

整个离散体的平衡条件为 u u u  K X F ，这是一

个单元方程式（4）的未组集系统。 uK 为一个单元

刚度矩阵 K 的块对角矩阵， K 由式（5）定义，并

由式（8）确定。单元方程组集为 

a a a  K X F              （9） 

式中 T f
a u u u( ) ( ) K T A K T A ， T

a u( ) F T A F 。在这个

粗-细网格方法中，式（9）将是要求解的最终的平

衡方程系统，刚度矩阵用细网格单元刚度通过连接

和转换矩阵表示。 

3  并行预处理共轭梯度法 

对对称正定问题，PCG 法是一种常用的迭代算

法[9]，它要求在每一次迭代时计算如下向量和变量： 
T

a, a,

a, a a,

k k
k T

k k


 


  
r z

P K P
            （10） 

a, 1 a, a a,k k k k    r r K P           （11） 

a, 1 a, a,k k k k   X X P           （12） 

T
a, 1 a, 1

T
a, a,

k k
k

k k

   


 
r z
r z

           （13） 

a, 1 a, a,k k k k   P z P          （14） 

由预处理矩阵 aM ，从 a a, a,k k M z r 可得到 a,kz 。

 
 
 
       ①      ②                 
 
       ③      ④ 

 

细网格  
粗网格 

A 
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初始条件为 a,0 a a a,0    r F K X ， a,0 P 1
a a,0
 M r 。从

初始估计值 a,0X 开始求解，得到一系列迭代值

a,kX ，它将收敛于式（9）的解。当满足收敛准则

时，迭代过程将终止。 
为提高迭代效率，不采取任何整体刚度矩阵

aK 和整体向量，而是通过连接矩阵将 PCG 法用单

元矩阵和单元向量（用非组集形式）来表示。引用

如下新的单元向量，从而得到分布式计算公式[2]： 

u a z Az ， u u u   r F K        （15） 

由此定义，可得到 
T

a u r A r               （16） 

这样可得到粗-细网格方法与 PCG 迭代算法相

结合的算法，可表示为： 

u u u, kg T P              （17） 

u u u,kq K g              （18） 
T T

u, u, u , u,  /k k k k k  r z g q         （19） 
T

u, u , k+1 u k V T q             （20） 

u, 1 , u,k u k k k   r r V           （21） 

预处理: u, u,k k r z          （22） 

u, 1 u, u,k k k k   X X P          （23） 
T T

u, 1 u , 1 u, u,/k k k k k      r z r z          （24） 

u, 1 u, u,k k k k   zP P          （25） 

可以看出，除少数几步，如在式（19）、式（24）
对所有单元的最后求和，预处理式（22）的单元之

间通信之外，所有计算能完全并行化，并且仅用局

部数据实现单元接单元的运算，即用单元数据进行

处理，从而避免了单元数据的组集。 

4  预处理 
式（9）中结构刚度矩阵 aK 的形式为 a K  

c cf
a a

cfT f
a a

 
 
 

K K
K K

，其中 c
aK 和 f

aK 分别为粗、细网格的

刚度矩阵。粗-细网格法的主要思想是采用一个有效

的预处理矩阵[10]，即
c
a

f
a

0
0

 
  
 

 KK
D

，其中 f
aD 为 f

aK  

的对角矩阵。 c
aK 可直接从粗网格单元或式（7）和

（8）中得到。在 CG 法中每一次迭代需要预处理，

求解 2 个非联立方程系统，即 
c c c
a a aK z r ， f f f

a a aD z r          （26） 

由后一个方程所表示的细网格预处理得到 
f f 1 f
u u u

loc
( )z D r           （27） 

式中 f
uD 为一个对角矩阵，定义为  f

udiag( ) D   

f
u

loc
diag( ) 

 
 
 K ，局部求和

loc
表示在细网格层上所 

包含的所有相关单元的节点量求和。 
粗网格问题式（26）的解能用单一网格分布式

PCG 法得到，该 PCG 法采用对角预处理子。若按

收敛速度，对角预处理子不是最合适，但它能完全

并行化并应用于单元级[2]。对这个新迭代过程，初 
始条件为 c c

0 u
f c

 r r ，即每个粗网格单元的初始残 

余向量 c
0r 可通过所有其子单元的残余向量 c

ur 求和

得到。这个内迭代循环（在粗网格层上）的结果为
c
uz ，即粗网格节点的近似节点位移。粗单元向量 c

uz
和式（27）中的细单元向量 f

uz 得到预处理步在外迭

代循环（在细网格层上）所求的解 uz 。一个粗-细
网格预处理子的计算优点为对细网格的解是直接得

到，由于 f
aD 为对角，而 c

aK 与原始刚度矩阵 aK 相比

规模更小和更密集。 

5  工程算例 

基于上述粗细网格与预处理共轭梯度法结合的

并行求解算法，以某工程场地土体强夯作为计算实

例，进行有限元分析。并行计算环境是采用上海大

学计算机学院的 DELL 工作站机群系统，该机群由

5台DELL工作站通过 100.0Mbps以太网连接而成，

共有 12 个 CPU（1 台 4CPU，2.0GHz Xeon chips，
1Mb cache 和 4 台双 CPU，2.4GHz Xeon chips，
512KB cache），每个节点内存 1.0 GB。使用消息传

递接口（MPI）作为并行开发环境。操作系统为 Red 
Hat Linux9.0。 
5.1  算例计算模型 

以某工程场地土体强夯作为计算实例。落锤  
直径为 3 m，高为 1 m，在地面产生的最大作用力

为 3.5 MPa。土体简化为弹性问题计算，弹性模量

为 60 MPa，泊松比为 0.3，内摩擦角为 30°，凝聚

力为 86 kPa。由于计算为空间体且尺寸大，计算时

按轴对称条件对模型进行简化。截面计算域为：由

锤体中心向左右各建模 5 m、深 7.5 m。采用无反射

边界条件。图 2 为土体强夯的数值分析建模示意图，

用 8 节点二次等参元对土体动应力进行分析。采取

两组粗细网格分别进行求解，即 25×25 的粗网格和

50×50 的加密细网格（表示为 50×50）；及 25×25
的粗网格和 100×100 的加密细网格（表示为 100×
100）。在工作站机群上用上述算法进行并行求解。

计算时间、加速比和效率随 CPU 数目的变化分别如

809 
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图 3 和图 4、表 1 所示。 
 

 

 

 

 

 

 
 

图 2  数值算例示意图 
Fig.2  Sketch of numerical example 

 

 
图 3  并行计算加速比 

Fig.3  Plot of the speedup for coarse/fine mesh 
 

 
图 4  并行计算效率 

Fig.4  Plot of the CPU efficiency for coarse/fine mesh 
 

表 1  算例在 12 个处理器机群上的计算时间(单位: s) 
Table 1  Timings in seconds on the 12-processor cluster (unit: s) 

处理器数 
网格 

1 2 4 8 12 
50×50 0.816 0.458 0.263 0.154 0.132 

100×100 3.315 1.841 0.977 0.583 0.511 

 
5.2  计算结果分析 

图 3 和图 4 显示所求问题的加速比和效率。结

果表明：算法具有良好的并行性能。加速比依赖于

单元数和迭代次数。在计算分配给每个处理器的子

区域边界节点时，各处理器之间需要进行通信，这

种处理器之间的通信开销会影响算法的效率。当增

加细单元数后，边界节点的相对比例减小，计算效

率明显提高，如图 4。因而在并行计算中，合理地

分配子区域给各处理器，实现负载平衡，减小通信

开销，以提高算法的效率。 
从表 1 可以看出，随着处理器个数增加，计算

时间明显减小。当处理器个数超过 4 个时，由于处

理器之间的通信开销增加，加速比增加明显减缓、

CPU 效率明显降低，如图 3、图 4 所示。而用 4 个

处理器时，计算是在 4 个处理器的节点上进行。处

理器之间的通信开销很小，因而其性能很好。 

6  结  论 

将粗-细网格方法应用到预处理共轭梯度求解

算法，实现有限元并行计算。从多重网格刚度矩阵

推导出预处理子。该算法在工作站机群上实现。用

于地基处理时，土体强夯的数值模拟进行了数值测

试，对并行性能进行分析，数值结果表明，该算法

具有较高的并行加速比和效率，获得了满意的计算

结果。对岩土工程大规模的计算问题，该算法是一

种有效的有限元并行计算方法。 
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